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1. Le funzioni la cui derivata e sinz sono tutte e sole della forma
f(z) = / sintdt +c¢= —cosz + ¢
0
con ¢ numero reale arbitrario. Imponendo f(0) =2siha —1+c=2e
quindi ¢ = 3. La funzione cercata e pertanto f(z) =3 — cosz.

2. La funzione cosi definita: 1 — a, 2 — b, 3 — c e 4 — ¢, e suriettiva.
Non esistono funzioni iniettive a A a B perché questo implicherebbe
che la cardinalita di B sia maggiore o uguale a quella di A. Avendo
A quattro elementi mentre B solo tre, questo € impossibile. Non esi-
stono neanche funzioni biiettive da A a B in quanto in particolare esse
sarebbero anche iniettive.

3. Essendo la funzione differenziabile, basta determinare il numero di zeri
della derivata, e quindi risolvere

y =322 +2kx+3=0

Questa equazione di secondo grado ha una sola soluzione se e solo se il
suo discriminante ¢ nullo, e questo significa

4k*> — 36 =0 & k=43

che sono quindi i due unici valori cercati.

*Universita di Bordeaux
TUniversita di Catania



4. Mostriamo che non esistono poliedri regolari le cui facce (identiche)
siano esagoni. Consideriamo un suo angolo diedro. In esso devono
concorrere almeno tre facce. Tuttavia gli angoli di un esagono regolare
sono tutti uguali a 120° e quindi la somma degli (almeno) tre angoli
concorrenti in uno spigolo ¢ 360°. Questo significa che le tre facce
giacciono su uno stesso piano e non possono quindi appartenere ad un
poliedro convesso regolare.

Nel caso in cui 'affermazione sia equivalente a Fsiste ed & unico un
poliedro regolare le cui facce sono esagoni allora ’affermazione risulta
falsa, in quanto non ne esiste alcuno.

Nel caso vada interpretata come Non esiste pit di un poliedro regolare
le cui facce sono esagoni allora I'affermazione e vera.

5. Si ha che

—
1

mentre nessuna delle altre espressioni ha significato. Infatti (9) dovreb-
be essere unicamente determinato dalla condizione 0 = x - 0 il che ¢
chiaramente vero per ogni z, e quindi I'espressione ¢ indeterminata.
L’espressione % invece e impossibile in quanto non esiste alcun numero
reale x per cui 1 = z - 0. Infine 0° non ¢ definita perché le regole delle
potenze (per a > 0), a” =1 e 0 = 0 andrebbero in contraddizione.

6. Si ha, raccogliendo z nella radice e estraendolo dalla stessa
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7. Basta applicare la definizione di binomiale:

n n! n\n—k n! n—=k
E+1)(k+1D!(n—k—1)! k)k+1  K(n—Fk!k+1

essendo (n —k)! = (n—k —1)!(n — k) possiamo semplificare n —k > 0
nella seconda espressione per ottenere

n n—k:_ n!
k)k+1  kl(k+1)(n—k—1)

e essendo anche k!(k + 1) = (k + 1)! si ottiene I'espressione di (,, +1)



8. Osserviamo che la funzione f(z) = z%% + 2009z + 1 ¢ continua e
derivabile, vale 1 per z = 0 e —2009 per x = —1. Il teorema degli zeri
ci garantisce quindi l'esistenza di una soluzione.

Per mostrare I'unicita utilizziamo il teorema di Rolle. Se vi fossero due
zeri interni all’intervallo (—1,0) la derivata si annullerebbe. Tuttavia
la derivata di f & sempre positiva: f/(x) = 200922°8 +2009 > 2009 > 0
(essendo 2008 una potenza pari) e si € quindi ottenuto un assurdo.

9. Occorre mostrare che per ogni piano orizzontale le sezioni delle due
figure con il piano hanno medesima area. Sia dunque R il raggio della
sfera e h un numero soddisfacente 0 < h < R.

Il piano ad altezza h taglia il cono in una cerchio di raggio R — h e
quindi di area m(R — h)?%.

Lo stesso piano taglia la scodella in una corona circolare, il cui raggio
esterno ¢ R e di cui vogliamo calcolare il raggio interno r. A questo sco-
po basta ridursi a un problema planare: il cerchio ottenuto sezionando
con un piano verticale fornito di coordinate cartesiane xy ha equazio-
ne 2° + (R — y)? = R? e quindi il raggio interno si ottiene risolvendo
rispetto ad x I’equazione con y = h, ottenendo

r=+/R*—(R—h)

y

L’area della corona circolare ¢ data dalla differenza 7 R* — mr? = (R —
h)?, ed ¢ quindi uguale a quella della sezione ad altezza h del cono.

10. 11 periodo di una funzione ¢ il minimo numero (se esiste) 7' per cui
flx +T) = f(x) per ogni x reale. Si verifica immediatamente che



T = 2F verifica tale proprieta:

2
cosb(x + g) = cos(bx + 2m) = cos bx
per la periodicita della funzione coseno. D’altra parte da
cosb(z + 1) = cos bz

segue che 5T" > 27, sempre dal fatto che 27 ¢ il periodo di cosy. Quindi

2 & il periodo cercato.



